Teoremi ed esercizi di Analisi 2 www.velichkov.it

LIMITI, LIMINF E LIMSUP ALL’INIFINITO

Definizioni

Definizione 1. Siano Q un sottoinsieme illimitato di R% ed F : Q — R una funzione a valori reali.

(1) Diciamo che il numero reale € é il limite di F' per |X| — +o0 e scriviamo

lim  F(X)=¢, (1)
| X| — +oo
X e

se vale una delle sequenti proprieta equivalenti:

e per ogni € > 0 esiste R > 0 tale che
per ogni X € Q tale che | X| > R si ha che |[F(X) —{| < ¢;

e per ogni successione X, € §) tale che | X,| — 400 si ha

lim F(X,) ="

n—oo
(2) Diciamo che F tende a pit infinito per | X| — +o00 e scriviamo

lim F(X)= 400, 2)
| X]| — +oo
X e

se vale una delle sequenti proprieta equivalenti:

e per ogni M > 0 esiste 6 > 0 tale che
per ogni X € Q) tale che | X| > R si ha che F(X) > M.

o per ogni successione X, € Q tale che | X,| — 400 si ha

lim F(X,) = +o0.
n—oo

(3) Definiamo il limite superiore di F
limsup F(X)

| X| = 400
X e

come

sup {K € RU{£oo} : esiste una successione X, € Q, | X,| = 400, tale che lim F(X,) = E}.

n—o0

(4) Definiamo il limite inferiore di F'
liminf F(X)
| X| = 4o
X e

come

inf {E € RU{£oo} : esiste una successione X, € Q, |X,| — 400, tale che lim F(X,)= f}.

n—o0

Proposizione 2. Siano Q un insieme illimitato in R ed F : Q — R una funzione data.
Dato ¢ € RU {£o0}, sono equivalenti:

(i) liminf F(X)=¢ e limsup F(X)=/¢;
| X| = +o0 |X| = 400
X e X eQ

() lim F(X)=¢.
|X| — +oo
Xe



Calcolo di limsup e liminf in coordinate polari e sferiche

Proposizione 3. Siano Q C R? un insieme illimitato ed F : Q — R una funzione a valori reali.
Dato £ € RU {£o0}, sono equivaleni:
(i) limsup F(X)=/¢;

| X] — +oo
Xen

(ii) limsup{ sup F} =/.
R——+o0 QﬁaBR

Proposizione 4. Siano Q C R? un insieme illimitato ed F : Q@ — R una funzione a valori reali.
Dato £ € RU {£o0}, sono equivaleni:

(i) liminf F(X)=1¢;
|X| — +oo
Xeo

) Jmint { jgt, Fy =t

Esercizio 5. In ciascuno dei cast sequenti determinare

limsup F(z,y) e liminf  F(z,y).
(@, y)| — +o0 (@, y)| = oo
(z,y) € Q (z,y) €9
(1) Pl = S5 0 () eR? 5 oty >0}
) x2+y2+1 b b — )
(@) Flo) = —2 L 0=y €B : 2 ty>0);
L+ /22 +y?
2 2
3) Fla,y) = —2L . Qu={(z,y) €R? : 2+y>0};
) 1+x2 ) ) e )
2 2
4) Fla,y) = —2% . Q={(a,y) €R? : O<y<z<2y};
) 1+$2 ) ) )
xy 9
F = : Q= R= 2 :
() Fla,y) =105 5 {(z,y) € 0<2y<z<3y};
et o 2 . .
(6) F(‘Tay>* s Q—{(x,y)e]R . O<y<x<2y}7
V2 + 2
ey—* 9
(7) F(x,y)Zm; Q:={(z,y) eR® : 0<y<az<2y};
_ Y ) o 2 . .
(8) F(xay)_yg_xg_'_l s Q—{(.T,y)ER : |.’E‘<y},
9) Fla,y) = —2— ;  Qi={(x,y) €R? : z+y>1};
) x2+y2 ) )
$2+y 2
(10) F(x,y)=y2+x; Q:={(r,y) eR? : >0, y >0} ;
x4+ 2y 9
11) F = Q= R >1, y>2
(11) F(z,y) S 2 {(z,y) € r>1, y=>2}
(12) Fla) = 2% 0y R y>a?)
r+y



